




1 Εγγεγραµµένα σχήµατα

Α.               ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Σκοπός του µαθήµατος είναι να δώσει στους µαθητές συνοπτικά τις απαραίτητες γνώσεις

από τη διδακτέα ύλη της Α΄λυκείου που δεν διδάχθηκε ή διδάχθηκε περιληπτικά.

Εγγεγραµµένη γωνία

Ορισµός

Μια γωνία λέγεται εγγεγραµµένη σε κύκλο, όταν η κορυφή της είναι σηµείο του κύκλου

και οι πλευρές της τέµνουν τον κύκλο.

Μια γωνία, της οποίας η κορυφή είναι το

κέντρο του κύκλου και οι πλευρές της τέ-

µνουν τον κύκλο λέγεται επίκεντρη.

Σε κάθε επίκεντρη γωνία αντιστοιχίζουµε ένα

από τα δύο τόξα (βλ. σχήµα) του κύκλου µε

άκρα Κ και Λ το οποίο ονοµάζουµε αντί-

στοιχο τόξο της επίκεντρης γωνίας. Λέµε

τότε ότι η γωνία βαίνει στο τόξο �ΚΛ .

Αν δεν αναφέρεται κάτι άλλο θα θεωρούµε στα επόµενα ότι οι γωνίες βαίνουν στο έλλα-

σον τόξο (κυρτές γωνίες).  Tο µέτρο της επίκεντρης γωνίας είναι ίσο µε το µέτρο του τόξου

στο οποίο βαίνει.

Θεώρηµα

Κάθε εγγεγραµµένη γωνία είναι ίση µε το µισό της αντίστοιχης

επίκεντρης (δηλαδή της επίκεντρης που βαίνει στο ίδιο τόξο π.χ.

στο διπλανό σχήµα είναι ω = 2φ.

Σε κάθε τόξο µπορεί να βαίνει µια µόνο επίκεντρη γωνία, όµως σε

αυτό µπορούν να βαίνουν άπειρες εγγεγραµµένες.

Πορίσµατα

α. Το µέτρο µιας εγγεγραµµένης γωνίας είναι ίσο µε το µισό του

αντίστοιχου τόξου.

β. Εγγεγραµµένες γωνίες που βαίνουν στο ίδιο τόξο είναι ίσες.
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γ. Εγγεγραµµένες γωνίες που βαίνουν σε ίσα τόξα, ίσων κύκλων είναι ίσες.

δ. Εγγεγραµµένες γωνίες που βαίνουν σε ηµικύκλιο είναι ορθές.

Γωνία δύο τεµνουσών

Γωνία χορδής και εφαπτοµένης

Σε κύκλο (Ο,R) παίρνουµε χορδή ΑΒ και την εφαπτοµένη στο

σηµείο Α, την x΄Αx. Κάθε µία από τις γωνίες ΒΑx και ΒΑx΄

λέγεται γωνία χορδής και εφαπτοµένης.

Η οξεία γωνία ΒΑx λέγεται γωνία της χορδής ΑΒ και του κύ-

κλου (Ο,R) .

Το τόξο ΑΒ που περιέχεται µεταξύ των πλευρών της γωνίας

χορδής και εφαπτοµένης λέγεται αντίστοιχο τόξο της γωνίας

αυτής.

Η γωνία χορδής και εφαπτοµένης είναι ίση µε κάθε εγγεγραµµένη γωνία που

βαίνει στο αντίστοιχο τόξο της χορδής.

Βασικός Γεωµετρικός Τόπος

Ολές οι εγγεγραµµένες γωνίες στο ίδιο τόξο είναι ίσες. Οι κορυφές των γωνιών αυτών

“βλέπουν τη χορδή του τόξου µε ίσες γωνίες”.  Λέµε λοιπόν ότι:

Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου από τα οποία ένα

τµήµα ΑΒ φαίνεται υπό γωνία φ̂  είναι δύο τόξα κύκλων συµµε-

τρικά ως προς την ΑΒ. Από τα τόξα εξαιρούνται τα σηµεία Α και Β.

Πόρισµα

Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επι-

πέδου από τα οποία ένα τµήµα φαίνεται υπό

ορθή γωνία είναι κύκλος διαµέτρου ΑΒ.

Εξαιρούνται τα άκρα Α και Β του τµήµατος.
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Το εγγεγραµµένο τετράπλευρο

Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγεγραµµένο σε κύκλο αν οι κορυφές του είναι σηµεία του

κύκλου. Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγράψιµο σε κύκλο, αν υπάρχει κύκλος, που διέρχεται

από τις κορυφές του.

Θεώρηµα

Ένα τετράπλευρο που είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο έχει τις εξής

ιδιότητες:

α. Οι απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωµατικές

    ( )ο οˆ ˆˆ ˆΑ Γ 180 και Β ∆ 180+ = + =

β. Κάθε πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι κορυφές µε ίσες γω-

νίες, π.χ.  ( )1 1
ˆ ˆΑ Β=

γ. Κάθε εξωτερική γωνία ενός εγγεγραµµένου τετραπλεύρου είναι

ίση µε την απέναντι εσωτερική του γωνία.

Θεώρηµα (Κριτήριο)

Ένα τετράπλευρο είναι εγγράψιµο σε κύκλο αν έχει µία από τις παρακάτω ιδιότητες:

α. ∆ύο απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωµατικές.

β. Μια πλευρά του “φαίνεται” από τις απέναντι κορυφές µε ίσες γωνίες.

γ. Μια εξωτερική του γωνία είναι ίση µε την απέναντι εσωτερική του γωνία.

Ένα τετράπλευρο λέγεται περιγεγραµµένο σε κύκλο, αν όλες οι πλευ-

ρές του εφάπτονται στον κύκλο.

Σε κάθε περιγγεγραµµένο τετράπλευρο ισχύουν οι ιδιότητες:

α. Οι διχοτόµοι των γωνιών του διέρχονται από το ίδιο σηµείο.

β. Τα αθροίσµατα των απέναντι πλευρών του είναι ίσα.

Ένα τετράπλευρο λέγεται περιγράψιµο σε κύκλο, αν υπάρχει κύ-

κλος που εφάπτεται στις πλευρές του.

Θεώρηµα (Κριτήριο)

Ένα τετράπλευρο είναι περιγράψιµο σε κύκλο αν:

α. Οι διχοτόµοι τριών τουλάχιστον γωνιών του διέρχονται από το ίδιο σηµείο.

β. Τα αθροίσµατα των απέναντι πλευρών του είναι ίσα.
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Β.     ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Η Αναλυτική Μέθοδος (Πλάτωνας 430 - 347 π. Χ.)

Οι αποδεικτικές µέθοδοι - συνθετική µέθοδος, η µέθοδος της απαγωγής σε άτοπο και η

µέθοδος της αντιθετοαντιστροφής και της τέλειας επαγωγής - είναι γνωστές από την

Άλγεβρα και χρησιµοποιούνται και στη λύση γεωµετρικών προβληµάτων.

Οι παραπάνω µέθοδοι δεν µας δίνουν ικανοποιητικά στοιχεία για το πως βρέθηκε η

απόδειξη µιας πρότασης. Γι’ αυτό ακολουθούµε την επόµενη σειρά συλλογισµών που

λέγεται ανάλυση.

∆εχόµαστε ότι το πρόβληµα ή η ζητούµενη πρόταση αληθεύει και τη µετασχηµατίζουµε

διαδοχικά µε τη βοήθεια γνωστών προτάσεων και θεωρηµάτων µέχρι να καταλήξουµε

σε µία αληθινή πρόταση ή σε µία πρόταση που δίνεται στην υπόθεση του προβλήµατος.

∆ηλαδή:

Έστω ότι η ζητούµενη πρόταση είναι η Π.

∆εχόµαστε ότι η Π είναι αληθινή και τη µετασχηµατίζουµε διαδοχικά στις προτάσεις

Π
1
, Π

2
, . . . , Π

ν 
, όπου η τελευταία πρόταση Π

ν 
 είναι αληθινή ή δοσµένη στην υπόθεση

του προβλήµατος.

Οι παραπάνω προτάσεις είναι οι προτάσεις της ανάλυσης και διατυπωµένες µε αντί-

στροφη σειρά αποτελούν τη σύνθεση.

Η λύση ενός προβλήµατος παρουσιάζεται (διατυπώνεται) σχεδόν πάντοτε µε τη

σύνθεση.

Παράδειγµα 1

Στον κύκλο (Ο, ρ) παίρνουµε τις χορδές ΑΒ = ΑΓ  και φέρνουµε από το Α ευθεία, που

τέµνει τον κύκλο στο Ε και τη ΒΓ στο ∆. Να δειχθεί ότι η ΑΒ είναι εφαπτοµένη του

κύκλου, που διέρχεται από τα σηµεία Β, ∆, Ε.

Λύση

∆ιατυπώνουµε τις προτάσεις της ανάλυσης:

 Π : ∆εχόµαστε ότι η ΑΒ είναι εφαπτοµένη του κύκλου.

1Π : � �Α∆Β ΕΒΑ=   (γωνία υπό χορδής και εφαπτοµένης)

2Π : � �ΕΒΑ ΕΓΑ=   (βαίνουν στο ίδιο τόξο ΑΕ)

3Π : �ΕΓΑ ω x= −   (βλ. σχήµα)

4Π : �Α∆Β ω x= −   (διότι η γωνία  ω  είναι  εξωτερική γωνία στο τρίγωνο Α∆Β)

Οι παραπάνω προτάσεις µας οδηγούν στη διατύπωση της λύσης η οποία είναι:

�Α∆Β ω x= − , διότι η γωνία  ω  είναι  εξωτερική γωνία στο τρίγωνο Α∆Β και  �ΕΓΑ ω x= −

οπότε � �Α∆Β ΕΓΑ=  και � �Α∆Β ΕΒΑ= , που σηµαίνει ότι η ΑΒ είναι εφαπτοµένη του κύκλου

στο σηµείο Β.
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Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ   ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση  1

Σε καθένα από τα παρακάτω σχήµατα να βρείτε τα x και y (όπου x, y γωνίες ή τόξα

ανάλογα).

Λύση

α. Τα άθροισµα των τόξων του κύκλου είναι:
o2x 3x 5x 360+ + = . Άρα 10x 360= , οπότε ox 36= .

Έτσι έχουµε �
oAB 2 36 72= ⋅ = και 

� o
oAB 72

y 36
2 2

= = =

β.  Φέρνουµε την ΟΓ και παρατηρούµε ότι το τρίγωνο ΟΒΓ είναι ισόπλευρο

( OA OB ΒΓ R= = = , R είναι η ακτίνα του κύκλου).

Είναι �BO 60οΓ = , οπότε και � οBΓ 60= .

Από την υπόθεση είναι � � � ο o ο

Β∆ ΒΓ Γ∆ 60 30 90= + = + = .  Άρα 
ox̂ 45= .

Το τόξο �BA∆  είναι 
o o o360 90 270− = .  Άρα �

ο

ο
270

ŷ BΓ∆ 135
2

= = =

γ.  Ισχύει � ˆΒΑΓ x=  διότι η x̂  είναι γωνία υπο χορδής και εφαπτοµένης και  η �ΒΑΓ  είναι

εγγεγραµµένη στο τόξο που ορίζει η χορδή ΒΓ.

Όµως �
� ο

ο
BΓ 120

ΒΑΓ 60
2 2

= = = , οπότε x̂ 60ο= .

Στο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει οˆ ˆ ˆΑ Β Γ 180+ + = . Όµως οΑ̂ 60=  και 
� ο

ο
ΑΒ 90

Γ̂ 45
2 2

= = = .

Άρα ο ο οˆ60 Β 45 180+ + = οπότε ˆŷ B 75ο= =

Άσκηση  2

Να δείξετε ότι τα τόξα που περιέχονται ανάµεσα σε παράλληλες ευθείες είναι ίσα.
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Λύση

Έστω ΑΒ, Γ∆, δύο παράλληλες χορδές ενός κύκλου. Φέρνουµε τη

χορδή ΑΓ. Τότε 1 1
ˆ ˆΑ = Γ  ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ και

Γ∆ τεµνοµένων από την ΑΓ. Όµως σε ίσες εγγεγραµµένες γωνίες

αντιστοιχούν ίσα τόξα άρα � �Α∆ = ΒΓ

Άσκηση 3

∆είξτε ότι οι διχοτόµοι των γωνιών κυρτού τετραπλεύρου, τεµνόµενες ανα δύο σε δια-

φορετικά σηµεία σχηµατίζουν εγγράψιµο τετράπλευρο.

Λύση

Έστω ΑΛ, ΒΛ, ΓΝ, ∆Ν οι διχοτόµοι των γωνιών Α̂ , Β̂ , Γ̂  και ∆̂ , αντίστοιχα.

Στο τρίγωνο ΑΒΛ ισχύει  ( )1 1 1
ˆ ˆ ˆA B 180 1ο+ + Λ = .

Στο τρίγωνο Γ∆Ν ισχύει  ( )1 1 1
ˆ ˆ ˆ 180 2ο∆ + Γ + Ν = .

Προσθέτουµε κατά µέλη τις (1) και (2) και έχουµε:

1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA B 360ο+ + Γ + ∆ + Λ + Ν = .

Άρα 1 1
ˆ ˆ 360

2 2 2 2
οΑ Β Γ ∆+ + + + Λ + Ν =

ή 1 1

ˆ ˆ ˆˆA B
ˆ ˆ 360

2
ο+ + Γ + ∆ + Λ + Ν = .

Όµως ˆ ˆ ˆˆA B 360ο+ + Γ + ∆ = . Άρα 1 1

360 ˆ ˆ 360
2

ο
ο+ Λ + Ν = , οπότε  

1 1
ˆ ˆ 180οΛ + Ν = .

Άρα 2 2
ˆ ˆ 180οΛ + Ν = . Έτσι το τετράπλευρο ΚΛΜΝ έχει τις απέναντι γωνίες του παραπλη-

ρωµατικές οπότε είναι εγγράψιµο.

Άσκηση 4

Να δείξετε ότι κάθε εγγεγραµµένο παραλληλόγραµµο είναι ορθογώνιο.

Λύση

Αρκεί να δείξουµε ότι µία γωνία του είναι ορθή. Ξέρουµε ότι σε κάθε παραλληλόγραµµο οι

απέναντι γωνίες του είναι ίσες, οπότε ( )ˆ ˆA 1= Γ . Επίσης σε κάθε

εγγράψιµο τετράπλευρο οι απέναντι γωνίες είναι παραπληρωµατι-

κές, άρα ( )οˆ ˆA Γ 180 2+ = .  Από (1) και (2) έχουµε

οˆ2A 180= ⇔ Â 90ο= .

Έτσι δείξαµε ότι το ΑΒΓ∆ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραµµο.
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Άσκηση 5

Στην προέκταση της ακτίνας ΟΑ κύκλου (Ο, ρ), παίρνουµε τµήµα ΑΒ = ΟΑ και φέρνου-

µε τη ΒΓ κάθετη σε τυχαία εφαπτοµένη ε του κύκλου. Να δειχθεί ότι:

� �OAΓ 3 ΑΓΒ= ⋅
Λύση

Έστω ∆ είναι το σηµείο επαφής της ευθείας ε και του κύκλου

(Ο,ρ). Το Ο∆ΓΒ είναι τραπέζιο. Φέρνουµε την ΑΜ ε⊥ . Η ΑΜ

είναι διάµεσος του τραπεζίου Ο∆ΓΒ. Το τρίγωνο ∆ΑΓ είναι ισο-

σκελές (ΑΜ ύψος και διάµεσος). ΄Αρα � � �
1 2Α Α ΑΓΒ= =  (εντός

εναλλάξ).

Ακόµα � � � �
1 2Ο∆Α ω Α Α= = = . Εποµένως, � � �OAΓ 3ω 3 ΑΓΒ= = ⋅

Άσκηση 6

∆ύο κύκλοι (Κ,ρ) και (Λ,ρ) εφάπτονται  εξωτερικά στο Α. Φέρνουµε µία χορδή ΑΒ του

κύκλου (Κ,ρ) και τη χορδή ΑΓ ΑΒ⊥  του κύκλου (Λ,ρ). Να δειχθεί ότι: ΒΓ // ΚΛ=
Λύση

Τα τρίγωνα ΚΒΑ και ΑΛΓ είναι ισοσκελή. Επειδή:

� � � � �

� �

ο ο ο

ο

ΒΑΓ 90 ω φ 90 2ω 2φ 180

Κ Λ 180 ΚΒ // ΓΛ

= ⇔ + = ⇔ + = ⇔

+ = ⇔

Είναι ακόµα ΚΒ ΛΓ ρ= = . Συνεπώς το ΚΒΓΛ είναι πα-

ραλληλόγραµµο, οπότε ΒΓ // ΚΛ= .

Άσκηση 7

Σε κύκλο κέντρου Ο θεωρούµε τη διάµετρο ΑΒ, τη χορδή ΑΓ και τη διχοτόµο της

γωνίας ΒΑΓ, που τέµνει τον κύκλο στο σηµείο Μ και την ΒΓ στο ∆. Αν η ΑΜ τέµνει  στο

σηµείο Ζ την εφαπτοµένη του κύκλου στο Β, να δειχθεί ότι: ∆Μ = ΜΖ.

Λύση

Είναι � �
2 2Β Α=  (γωνία χορδής και εφαπτοµένης ίση µε την αντί-

στοιχη εγγεγραµµένη)

Είναι � �
1 1Β Α=  (εγγεγραµµένες στο �ΓΜ )  και  � ο

ΑΜΒ 90=  (εγγε-

γραµµένη σε ηµικύκλιο)

Επειδή � � � �
1 2 1 2Α Α Β Β= ⇔ = .

Άρα το τρίγωνο ∆ΒΖ είναι ισοσκελές (ΒΜ ύψος και διχοτόµος).

Εποµένως  η ΒΜ είναι διάµεσος, οπότε  ∆Μ = ΜΖ.
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Άσκηση 8

∆ίνεται το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ, ο περιγγεγραµµένος κύκλος του  (Κ,R) και τυχαίο

σηµείο Μ του τόξου ΒΓ. Να δειχθεί ότι: ΜΑ ΜΒ ΜΓ= +
Λύση

Παίρνουµε στη ΜΑ τµήµα Μ∆ = ΜΒ. Το τρίγωνο ΜΒ∆ είναι ισό-

πλευρο (ισοσκελές και � ο

1Μ 60= ). Εποµένως � ο

1∆ 120= .

Είναι τρίγωνο ΑΒ∆ = τρίγωνο ΒΜΓ διότι:

 � � � �ο

1 1 1ΑΒ ΒΓ, ΒΜΓ ∆ 120 , Γ Α= = = =
Εποµένως  Α∆ = ΜΓ.  Είναι  Μ∆ = ΜΒ   και  Α∆ = ΜΓ.

Άρα Μ∆ Α∆ ΜΒ ΜΓ+ = +  ή ΜΑ ΜΒ ΜΓ= +

Άσκηση 9

Το σηµείο Γ είναι µέσο ηµικυκλίου διαµέτρου ΑΒ. Αν ∆ σηµείο του τόξου ΑΓ και Ε η

προβολή του Γ στην ευθεία Α∆, να δειχθεί ότι: ΓΕ = Ε∆.

Λύση

Αν Ο µέσον του ΑΒ, τότε είναι � ο

ΑΟΓ 90= .

Από το τρίγωνο ∆ΑΓ έχουµε: � � �
1 1ω Α Γ= + . Επειδή � �

1 2

1
Α Ο

2
=

και � �
1 1

1
Γ Ο

2
=  (Η εγγεγραµµένη είναι ίση µε τη µισή αντίστοιχη

επίκεντρη), έχουµε:

� � � � �( ) � ο

2 1 2 1 1

1 1 1 1 1
ω Ο Ο Ο Ο ΑΟΓ 90

2 2 2 2 2
= + = + = =

Άρα � οω 45= . Το ορθογώνιο τρίγωνο ΓΕ∆ είναι και ισοσκελές και εποµένως ΓΕ = Ε∆.

∆.     ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1.  ∆ίνονται: �A 35οΒ Γ = , 60οΑΒ =  και � 40οΑΓ∆ = .

Να χαρακτηρίσετε ως Σ (σωστές) ή Λ (λάθος) τις παρακάτω

προτάσεις.

α. � 35οΒΓ = β. � 150οΓ∆ =    γ. ˆ 70οω =

δ. ˆ ˆx y= ε. 
ox̂ 75=
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2. Στο διπλανό σχήµα είναι:

    �A 80ο∆ = ,         � 120οΓ∆ = ,        ŷ 70ο=

Να βρείτε τις γωνίες x̂  και ω̂ .

3.  ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ˆ ˆB > Γ  εγγεγραµµένο σε κύκλο

( )R,O . Φέρνουµε το ύψος Α∆, τη διχοτόµο ΑΕ και τη διάµεσο ΑΟΚ. Να δείξετε ότι

� ˆ ˆB∆ΑΚ = − Γ .

(Υπ: Φέρνουµε την ΓΚ και δείχνουµε ότι � B̂ΑΚΓ =  και � �ΒΑ∆ = ΚΑΓ )

4.  ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα ύψη του ΒΕ και ΓΖ. Να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΓΕΖ

είναι εγγράψιµο.

(Υπ: � � 90οΒΕΓ = ΓΖΒ = )

5.  ∆ύο κύκλοι τέµνονται στα σηµεία Α και Β. Από τα Α και Β φέρνουµε ευθείες που

τέµνουν τον ένα κύκλο στα Γ και Γ΄ και τον άλλο στα ∆ και ∆΄. Να δείξετε ότι ΓΓ΄//∆∆΄
(Υπ: ∆είξτε ότι σχηµατίζονται εντός εκτός και επι τ’αυτά γωνίες ίσες)

6. Σε κύκλο κέντρου Ο δίνεται η διάµετρος ΑΒ. Φέρνουµε την ακτίνα OΓ ΑΒ⊥  και

τυχαία χορδή Γ∆, που τέµνει την ΟΒ στο Ε. Αν η εφαπτοµένη στο ∆ τέµνει την ΑΒ στο

Ζ, να δειχθεί ότι το τρίγωνο ΕΖ∆ είναι ισοσκελές.

7. ∆ύο κύκλοι µε κέντρα Κ και Λ τέµνονται στα σηµεία Α και Β. Φέρνουµε τις διαµέ-

τρους ΑΚΓ και ΑΛ∆ και τις χορδές ΓΖ//∆Ε. Να δειχθεί ότι τα σηµεία Ζ, Α, Ε είναι

συνευθειακά.

8. ∆ίνονται οι κάθετες χορδές ΑΒ και Γ∆ κύκλου (Ο,ρ), που τέµνονται στο Ι. Ονοµάζουµε

Ν και Ρ τα µέσα των χορδών Α∆ και ΓΒ. Να δειχθεί:

α. ΙΜ ΒΓ⊥  και ΙΡ Α∆⊥ ,

β. ΟΜ ΓΒ/ 2=  και ΟΡ Α∆ / 2=

9. Σε τετράγωνο ΑΒΓ∆ γράφουµε ηµικύκλιο µε διάµετρο Α∆ και τόξο κύκλου (Α, Α∆)

µέσα στο τετράγωνο. Φέρνουµε από το Α ευθεία ε, που τέµνει το ηµικύκλιο στο Ε και το

τόξο στο Ζ. Αν ΖΚ ∆Γ⊥ , να δειχθεί ότι:  ΕΖ = ΖΚ

10. Στον κύκλο µε κέντρο Ο, παίρνουµε τη διάµετρο ΑΒ και την ακτίνα OΓ ΑΒ⊥ . Στις

προεκτάσεις της διαµέτρου ΑΒ παίρνουµε τα τµήµατα Α∆ = ΒΕ. Οι Γ∆ και ΓΕ, τέµνουν

το κύκλο στα σηµεία Ζ και Η αντίστοιχα. Να δειχθεί ότι:

α. Ζ∆ = ΗΕ β. ΖΗ // ∆Ε
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11. Οι κορυφές τραπεζίου (ΑΒ//∆Γ) είναι σηµεία του κύκλου (Κ,ρ). Να δείξετε ότι, η γωνία

των εφαπτόµενων του κύκλου αυτού, στα σηµεία Α και Γ, είναι ίση µε τη γωνία των

ευθειών Α∆ και ΒΓ.

12. Σε κύκλο κέντρου Ο και διαµέτρου ΑΒ, παίρνουµε σηµείο Γ της ΑΒ. Γράφουµε τους

κύκλους µε διαµέτρους τα ΑΓ και ΓΒ. Ευθεία ε περνάει από το Γ και τέµνει τους τρεις

κύκλους κατά σειρά στα σηµεία ∆, Ε, Ζ και Η. Να δειχθεί ότι:  ∆Ε = ΖΗ

13. Από τυχαίο σηµείο του περιγγεγραµµένου σε  τρίγωνο κύκλου φέρνουµε τις κάθετες

στις τρεις πλευρές του. Να δειχθεί ότι τα ίχνη των τριών καθέτων βρίσκονται σε ευθεία

γραµµή (ευθεία Simson).

14. ∆ύο κύκλοι τέµνονται στα σηµεία Β και ∆. Ευθεία, που περνάει από το Β τέµνει τους

κύκλους στα σηµεία Α και Γ. Οι ευθείες Α∆ και Γ∆ τέµνουν αντίστοιχα τους κύκλους

στα Ε και Ζ και οι ευθείες ΑΖ, ΓΕ, τέµνονται στο Η. Να δειχθεί ότι το τετράπλευρο

∆ΕΗΖ είναι εγγράψιµο σε κύκλο.

15. Σε ορθογώνιο τρίγωνο �( )οΑΒΓ Α 90=  ονοµάζουµε ρ την ακτίνα του εγγεγραµµένου

κύκλου. Να δειχθεί ότι: β γ 2ρ α+ = +

16. Τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο (Κ, ρ). Φέρνουµε την εφαπτοµένη Αx και

ευθεία ε // Αx, που τέµνει την ΑΓ στο ∆ και την ΑΒ στο Ε. Να δειχθεί ότι το ΒΓ∆Ε είναι

εγγράψιµο.

17. Το τετράπλευρο ΑΒΓ∆ είναι εγγραµµένο σε κύκλο (Κ, ρ). Φέρνουµε τις ΓΖ Β∆⊥  και

ΒΕ ΑΓ⊥ . Να δειχθεί ότι ΖΕ // Α∆.

18. Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ), φέρνουµε το ύψος ΑΑ΄, το ορθόκεντρο Η και

το µέσο Κ του τµήµατος ΑΗ. Ο κύκλος (Κ, ΚΑ) τέµνει την ΑΒ στο Ζ. Να δειχθεί ότι η

Α΄Ζ είναι εφαπτόµενη του (Κ, ΚΑ)

19. ∆ύο κύκλοι τέµνονται στα σηµεία Α και Β. Από τα Α και Β, φέρνουµε ευθείες που

τέµνουν τον ένα κύκλο στα Γ και Γ΄ και τον άλλο στα ∆ και ∆΄. Να δειχθεί ότι  ΓΓ΄//∆΄.

20. Στο τρίγωνο ΑΒΓ κατασκευάζουµε δύο κύκλους, που περνάνε από τις κορυφές του Β

και Γ και τέµνουν τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ ο ένας στα σηµεία Ε, Ζ  και ο άλλος στα

σηµεία Ε΄ και Ζ΄. Να δείξετε ότι ΕΖ // Ε΄Ζ΄.

21. Το σηµείο Μ είναι το µέσο ενός κυρτογώνιου τόξου ΑΒ και Γ, ∆ είναι δύο σηµεία του

µη κυρτογώνιου τόξου ΑΒ κύκλου (Ο, ρ). Οι χορδές ΜΓ και Μ∆ τέµνουν την ΑΒ στα

σηµεία Κ και Λ, Να δειχθεί ότι το τετράπλευρο ΓΚΛ∆ είναι εγγράψιµο.
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22. Στο τετράπλευρο ΑΒΓ∆ (µη περιγράψιµο) ονοµάζουµε Κ, Λ, Μ, Ρ, τα σηµεία όπου

τέµνονται οι διχοτόµοι των διαδοχικών γωνιών του. Να δειχθεί ότι τα σηµεία αυτά

είναι οµοκυκλικά.

23. Σε γωνία �xOy   παίρνουµε τη διχοτόµο Ο∆ και το εσωτερικό της σηµείο Ρ της �∆Oy .

Αν Α, Β, Γ είναι οι προβολές του Ρ στις ηµιευθείες Ο∆, Οx, Οy, να δειχθεί ότι:

α. Τα σηµεία Ο, Β, Α, Ρ, Γ είναι οµοκυκλικά β. ΑΒ = ΑΓ

24. Οι πλευρές ΑΒ και Γ∆ εγγεγραµµένου τετραπλεύρου ΑΒΓ∆ τέµνονται στο Ε και οι

πλευρές  Α∆ και ΒΓ στο Ζ. Η διχοτόµος της γωνίας Ε, τέµνει τις ΒΓ, Α∆ στα σηµεία Κ,

Μ και η διχοτόµος της �Ζ  τέµνει τις πλευρές Γ∆ και ΑΒ, στα Λ, Ρ. Να δείξετε ότι:

α. Οι διχοτόµοι των Ε και Ζ τέµνονται κάθετα

β. Το τετράπλευρο ΚΛΜΡ είναι ρόµβος.

25. Παίρνουµε το τρίγωνο ΑΒΓ  και τα µέσα Μ και Ν των ΑΒ και ΒΓ. Η κάθετη της ΑΒ στο

Μ τέµνει την ΑΓ στο Ρ και η κάθετη στο Ν της ΝΡ τέµνει την ΑΒ στο ∆.

Να δείξετε ότι: � �ΝΡ∆ Α=

Ε. “ΤΟ ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ ΘΕΜΑ”

1.  Θεωρούµε κύκλο διαµέτρου ΒΓ και την εφαπτοµένη του σε σηµείο Α διάφορο των Β,

Γ η οποία τέµνει την διάµετρο ΒΓ στο σηµείο ∆. Αν είναι � ο

ΑΒ 56=  να υπολογίσετε

τις γωνίες του τριγώνου ΑΒ∆.

2.  ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ ορθογώνιο στο Α. Με διάµετρο την ΑΒ γράφουµε κύκλο και

έστω ∆ το σηµείο τοµής του µε την υποτείνουσα. Η εφαπτοµένη του κύκλου στο ∆

τέµνει την ΑΓ στο Ε. Να αποδειχθεί ότι  ΕΓ = Ε∆.
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